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1 STEVILA 3

1 Stevila

Princip popolne indukcije: Pri dokazovanju neke trditve S, za vsako
naravno Stevilo n € N si pomagamo s principom popolne indukcije, kar

pomeni, da pokazemo:
e veljavnost trditve S, zan =1,
e veljavnost trditve S,1 ob predpostavki, da velja trditev .S,,.

1. Z matematic¢no indukcijo dokazi, da velja za vsak n € N velja

3n—1 2 1
14541244 ™ n2 ):n(n2+ ),

Resitev: 1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.

1_12(1+1)
= —5

2. korak: Denimo, da trditev velja za nek n € N, to je,

3n—1 2 1
1+5+12+”‘+n(n2 ):n(n2+)

za nek n € N. Dokazimo, da trditev velja za n + 1, to je,

1+5+12+...+(”+1)(3(;+1)—1) _ (n+1)Z(n+2).

Zapisimo levo stran te enacbe in upostevajmo indukcijsko predpo-

stavko

n+1)B(n+1)—1)
2
= 14+54+124 -+ n(3n2 1) + (n+1)(3(;+1)1)
n?(n+1) N (n+1)(3(n+1)—1)
2 2
n*(n+1) (n+1)(3n+2)
> 2
(n+1)(n? +3n+2)
2
(n+1)(n+1)(n+2)
2
(n+1)*(n+2)
5 :

1454124+
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2. Dokazi s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije, da za vsak n € N velja
(a)
(b)
)
) S

Stevilo 64 deli stevilo 22"3 4+ 40n — 27 za vsak n € N.
1-242-34 - +n(n+1) = 2otnr2),

BT T2 V.

tevﬂo 133 deli stevilo 11711 + 12271 24 vsak n € N.

(c
(d

%\

Resitev:

(a) Dokazimo trditev: 64|(3*"* + 40n — 27) za vsak n € N.

1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.

32113 1401 — 27 = 243 + 40 — 27 = 265 = 64 - 4.

2. korak:
Denimo  64/(3*"" +40n — 27) za nek n € N.

Dokazimo
64 (32<”+1>+3 F40(n + 1) — 27) .

Ker 64](32”+3 +40n — 27)7 obstaja tak k € N, da velja 32"*+3 4
40n — 27 = 64k, oziroma 3?"13 = —40n + 27 + 64k.

3243 4 40(n + 1) — 27 = 327332 4 40n + 40 — 27.

Ob uporabi indukcijske predpostavke, od tod sledi

32 HDFS L 40(n + 1) — 27 = (—40n + 27 + 64k) 33
+ 40n — 27
= —40n (3* — 1) + 273
+ 40 — 27 4 64k3?
=64 (3k* —5n +4),

oziroma 64[(32("+D+3 4 40(n + 1) — 27) kot smo Zzeleli pokazati.

(b) Dokazimo, da velja enakost 1-24+2-3+---+n(n+1) = w

za vsak n € N.

1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.

(1+1)(1+2)
2

1-2= =2.
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2. korak: Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja

1 2
1.2+2.3+...+n(n+1):n(n+ ?z(n+ )

Pokazimo, da velja naslednja enakost

(n+1)(n+2)(n+ 3).

1-24+2-34+ -+ n+1)n+1+1)= 3

Zapisimo levo stran te enakosti
1-242:3+ - -+(n+1)(n+14+1) = 1-242-3+ - ~+n(n+1)+(n+1)(n+1+1)

Uporabimo indukcijsko predpostavko in dobimo

1-242:34--+(n+Dn+1+1)
- "(”“;("”) f 4 D)n+141)
n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+1)(n+2)(n+3)

- 3

(¢) Dokazimo, da velja % + % +--+ ﬁ > \/n za vsak n € N.

1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.

> V1.

Sl

2. korak: Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja
1 n 1 P 1
V2 V3 vn

Pokazimo, da velja naslednje neenakost za n + 1,

> /n.

11 1
=t =t Tt
V2 V3 v+

Zapisemo levo stran te neenakosti, uporabimo indukcijsko pred-

> \/n.
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postavko in dobimo

(d) Dokazimo, da velja stevilo 133 deli §tevilo 1171 + 12271,

1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.

11 419211 = 133,

2. korak:
Denimo 133|(11""" +12*""') za nek neN.

Dokazimo
133| (11(”+1)+1 + 122(”“)—1) .

Ker 133|(11" + 122771) | obstaja tak k € N, da velja 11"*! +
1227=1 = 133k, torej

11D+ 4 192(n+1)—1 _ 11(n+1)17 4 192n+1
11011 4 12212201
1104017 4 1122071

o 1122n—1 + 122122n—1
=11 (112**71)

+122771 (22 — 11).

1
1

Ob uporabi indukcijske predpostavke, od tod sledi

11 FDHL 4192 D=1 — 17 .133% 4127771 (122 - 11)
=133 (11k + 12*"71) |

oziroma 133| (11(”“)Jrl + 122(”+1)_1), kot smo zeleli pokazati.
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3. 7Z matemati¢no indukcijo dokazi, da za vsak n € N velja
3 deli (n®+ 11n).
Resitev:
1. korak: Preverimo, da trditev velja za n = 1.
P+11-1=12=4-3.
2. korak: Denimo, da trditev velja za nek n € N, to je,
3 deli (n®+ 11n).
za nek k € N. Dokazimo, da trditev velja za n + 1, to je,
3 deli ((n+1)°+11(n+1)),
oziroma pokazimo, da
(n+1)>+11(n+1) = 3,
za nek [ € N.

(n+13+11n+1)=n*4+3n°+3n+1+11n+11
=nd 4+ 11n+ 3n% + 3n+ 12
=3k +3(n*+n+4)
=3(k+n®+n+4)

= 3,
kjer je l =k +n? +n +4.
4. Dana je neenacba
3r—7<8.
Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo
intervalov.
Resitev:

3z —7<8.
3r—T+7<8+7,
3x < 15,
T < d.

R = (—00,5).
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5. Dana je neenacba
5(x—1) > 12 — (17 — 3x).

Poisci resitve neenacbe in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.
Resitev:
5(x—1) > 12 — (17 — 3x),
br —5 > 12— 17+ 3z,
2z > 0,
x > 0.
R = (0,00).
6. Dana je neenacba
2x + 1 >0
33—z '

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev: Takoj ugotovimo, da 3 ¢ R.

2 1
Ri={zeR 2T 50, 3-2>0)
3—x
2 1
Rzz{xeR;%>0,3—x<0}
R =R1URs.

Pois¢imo najprej Rq:
Naj bo torej 3 —x > 0 <= 3 > z. Celo neenacbo

2x + 1
3—=x

> 0,

pomnozimo s (3 — z) in upostevamo pogoj 3 —z > 0 in dobimo

2¢ 4+ 1> 0,
S 1
x 5

Ker mora biti hkrati izpolnjen pogoj 3 > x od tod dobimo

1<<3
g ST
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1
Rl — <—2,3> .

Naj bo torej 3 —x < 0 <= 3 < z. Celo neenacho

Pois¢éimo Se Rs:

2x +1
3—x

> 0,

pomnozimo s (3 — z) in upostevamo pogoj 3 —z < 0 in dobimo

2¢ +1 <0,
< 1
x 5

Hkrati mora biti izpolnjen Se pogoj 3 < z sledi

Ro = 0.
R (49
7. Dana je neenacba

2z — 3 < 1

T+ 2 3
Poisci resitve neenacébe in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo
intervalov.
Resitev:

Takoj ugotovimo, da —2 ¢ R.

2z — 3 1
Ri={x¢€ ’x+2<3’$+ > 0},
2z — 3 1
= R, — < = 2
Re={z € ,x+2<3,x+ < 0}
R =R1UTRs.

Pois¢imo najprej Rq:
Naj bo torej x + 2 > 0 <= x > —2. Celo neenacbo

2r—-3 1

z+2 3’

pomnozimo s Stevilom 3(x + 2) in upoStevamo pogoj z + 2 > 0 in
dobimo
32z —-3) <z +2,
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or < 11,
11

< —.
TS5

Ker mora biti hkrati izpolnjen pogoj = > —2 od tod dobimo

11
—2< < —.
T<7%

11
Rl = <—2, 5) .

2x—3< 1
x+2 3’

pomnozimo s Stevilom 3(x + 2) in upostevamo pogoj z + 2 < 0 in

Pois¢imo se Rs:

Celo neenacbo

dobimo
320 —3) >z +2,

oxr > 11,
- 11
> —.
5

Hkrati mora biti izpolnjen Se pogoj x < —2 sledi

8. Dana je neenacba
2+ 22+ 2
2—x

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo

< 1.

intervalov.

Resitev: Gotovo velja 2 € R. Pisimo

2
27 + 2
Rlz{xER;w<l,2—x>0},
2—x
242042
Rgz{xeR;%<1,2—x<o},
— X

R =Ri1URs.
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Pois¢imo najprej Rq:
Naj bo torej 2 —x > 0 <= 2 > z. Celo neenacbo

22+ 22+ 2

<1
2—x

pomnozimo s §tevilom 2 — x in upostevamo pogoj 2 —x > 0 in dobimo
P42 +2<2 -1,

z? 4+ 32 <0,
z(z+3) <0,
x € (—3,0),

dodaten pogoj 2 > x je izpolnjen, torej

Ri1=(-3,0).
Pois¢imo Se Ro:
Celo neenacbo
22+ 2r+2
— <1
2—x

pomnozimo s §tevilom 2 — x in upostevamo pogoj 2 —x < 0 in dobimo
2420 4+2>2—1,
2
z° + 3z > 0,
x € (—o0,—3) U (0, 00),
hkrati moramo upostevati Se pogoj 2 < x, od koder sledi
Ro = (2,00).

Torej
R =(-3,0)U(2,00).

9. Dana je neenacba
23+ 3z — 42% < 0.

Poisci resitve neenac¢be in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev:
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z3 4 3z — 422 < 0,
z(z? — 4z 4+ 3) <0,
z(x—1)(x—3) <0,

Torej
R = (—00,0)U(1,3).

10. Pois¢i mnozico realnih stevil z, ki resijo neenacbo
22 <2x+8

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:
22 <20+ 8
2 —22+8<0
(r—4)(x+2)<0
x € (—2,4).
R = (-2,4).

11. Resi naslednjo enacbo
V32 —Te+3=x—1.

Resitev: FEnacbo kvadriramo in dobimo
322 — Tz +3 = (z — 1)
322 —Tr+3=a22—-22+1
22° — 5z +2 = 0.

5+v25—-16 5++9 5+3
4 4 4
Poglejmo ali dobljeni resitvi resita tudi za¢etno ena¢bo. Vstavimo v

T12 =

zacetno enacbo xr1 = % Dobimo

1\? 1 1
—) —7= T
M) Liasl

V3-22-7.243=2-1.

1’2:2,

Torej mnozica resitev je R = {2}.
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12. Resi naslednjo enacbo
\/m =1-ux.
Resitev: Enacbo kvadriramo in dobimo
20% — 10z + 8 =1 — 27 + 2
2 —8x+7=0

(x—=T)(z—-1)=0

x1 =1, a9 =7. Preverimo ali ti dve reSitvi kvadrirane enacbe resita

tudi zacetno enacbo. Vstavimo v enac¢bo x1 = 1.
VvV2—-10+8=1-1.

Vstavimo v enacbo x5 = 7.

V2-72-10-T+8#41-71,
torej w2 = 7 ni resitev. Mnozica resitev je R = {1}.

13. Dana je neenacba

Vi4dax2 <z —2.

Poisci resitve neenacbe in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.
Resitev:

Ker je V14 22 > 0 sledi: ¢e je x — 2 < 0, sledi x € R. Potrebno je
poiskati tiste x,xz > 2, ki resijo neenac¢hbo. Naj bo torej x > 2. Tedaj

sta obe strani neenacbe nenegativni in zato velja
Vita?<z—2 & 1+a°< (x —2)%,
1+2% < 2?4z +4,
dr < 3

x<§<:>x€ —oo§
4 "4 )

R = (—oo, z) N[2,00) = 0.
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14. Dana je neenacba

15.

Vat—1l<z—2.

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev: Da bo neenacba sploh definirana, mora biti izraz pod kore-
nom nenegativen. 22 —1>0 <= x € (—o0, —1]U[l,00). Nadalje, ce
jex € (—00,2)N((—o0, —1]U[1,00)) = (—o0, —1]U[1, 2), je desna stran
neenacbe negativna, leva pa pozitivna, od koder sledi, da na tem in-
tervalu neenacba nima resitve. Torej morebitne resitve neenacbe lahko
lezijo na intervalu [2,00). Predpostavimo, da je z € [2,00). Ker sta

sedaj obe strani nenegativni, lahko neenac¢bo kvadriramo in dobimo
22— 1< (z—2)%

22 —1<2?—dx+4

-5 < —4x

5 > 4,
§>IL' <~ T < —OO§
4 "4 )

Ker pa mora veljati Se x € [2,00), je
5
R = <—oo, 4> N[2,00) = 0.

Dana je neenacba
V1422 <2z 1.

Poiséi resitve neenacbe in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo
intervalov.

Resitev: Ker je V1 + 22 > 0 sledi, da neena vcbo gotovo ne resijo
Stevila z, za katere je 2x — 1 < 0. Torej (—o0, %) ¢ R. Potrebno je
Se ugotoviti katera Stevila x € [%, oo) resijo dano neenacbo. Naj bo

torej = € [%, oo) Tedaj sta obe strani neenacbe nenegativni. Tedaj

V1i+z2 <2z -1

velja natanko tedaj, ko velja

neenacba

14 2% < (22 —1)?
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16.

17.

1+ 22 <42® — 4o +1
—32% + 42 <0

o(—3z+4) <0
2 € (—50,0) U (goo)

Ker pa mora veljati e xz € [%, oo) sledi

4 1 4
R = ((—00,0) U (3,oo)> N [2,oo> = <3,oo> .
Dana je neenacba

V1+22>1-22.

Poiséi resitve neenacbe in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev: Ker je V1 + 22 > 0 sledi: ¢e je 1 — 2z < 0, sledi z € R, kar
1 1
2 ’ 2
neenacbi. Naj bo torej = € (—oo7 %] Tedaj sta obe strani neenacbe

pomeni ( oo) C R. Torej poglejmo Se kateri x € (—oo ] zadoscajo

nenegativni. Neenacba je ekvivalentna neenacbi
14 2% > (1 —2x)?
1+ 22 > 1 — 4z + 42?
—32% + 42 >0
z(—3z+4) >0

604
T - .
"3

Ker pa mora veljatiSe x € (—oo, %] od tod sledi x € (O, %)ﬂ((—oo, %] =

(0,5 oo
Dana je neenacba

Vazt—-1<z+2.

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.
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18.

Resitev: Da bo neenacba sploh definirana, mora biti izraz pod kore-
nom nenegativen. x> —1 >0 <= z € (—o00,—1] U [1,00). Nadalje,
ce jex € (—o0,—2) N ((—o00,—1]U[1,00)) = (—o00, —1], je desna stran
neenacbe negativna, leva pa pozitivna, od koder sledi, da na tem in-
tervalu neenacba nima resitve. Torej morebitne resitve neenacbe lahko
lezijo na intervalu [2,00). Predpostavimo, da je z € [1,00). Ker sta

sedaj obe strani nenegativni, lahko neena¢bo kvadiraramo in dobimo
22— 1< (z+2)2

?-1<a’+4r+4

—1<4x+4
-5 > 4x
—§>x<:>x€ —oo—§
4 o4 )

Ker pa mora veljati Se x € [1,00), sledi Torej
5

Dana je neenacha
Vi—-2?2<z+2.

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev ‘R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev: Da bo neenacba sploh definirana, mora biti izraz pod kore-
nom nenegativen. 1 — 22 >0 <= z ¢ [-1,1]. Ceje x € [~1,1], je

desna vecja od nic in sta torej v neenacbi leva in desna stran nenega-

Vi-z22<z4+2

velja natanko takrat, ko velja

tivni in neenacba

1—22 < (z+2)?

-2 <2’ +4x+4

202 —4x —3<0

WS <—oo, 2_2\/m> U (H;/m,oo> .
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Ker pa mora veljati se x € [—1, 1], od tod dobimo

e [—1,2_2‘@> .

19. Dana je neenacba

V1i+z2+22—-1>0.

Poiséi resitve neenac¢be in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev: Zapisimo neenacho

V1i+22>1-21.
Naj bo
1
Ri={z eR; 1—2x<0}:<2,oo>.
Naj bo
Ro={xeR; v1i+22>1—-2z, 1-2x >0}
R =PR1UTRs.

Ker je koren /1 + 22 neenegativen, neenacbo gotovo resijo vsa Stevila
x za katere je 1 -2z < 0, torej R, = (%, oo) C R. Pois¢imo R3 oziroma
pois¢imo stevila x > %, ki resijo dano neenacbo. Naj bo torej x > %

Tedaj sta obe strani v neenacbi nenegativni.

Vit+az2 > 1-22
14+22 > (1-22)?
z(3z—4) < 0.

4
» 3

1
RQ - (0, 2:| .

1 1
R:RluRQZ (2700) U (0,2:| :(0,00)

Ta neenacba ima reSitve x € (O ), skupaj ob upostevanju pogoja

T > % dobimo

Torej

20. Pois¢éi mnozico realnih stevil x, ki resijo neenac¢bo

T+ 1

—_ < 1.
2 —3x—4
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in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev: 22 —3r—4=(r—4)(z+1)=0zax=41inx = —1. Ker

imenovlec ne sme biti enak ni¢, sledi 4, —1 ¢ R.

_ ox+1 9
Rl_{xeR,x2_3x_4<1,x 3r —4 > 0},
_ ) z+1 9
RQ—{xER,m<1,$ 3x 4:<0}7
R =R1UTRas.

Pois¢imo R;. Torej naj bo
22 =32 -4>0 < x € (—00,—1)U (4,00).

Pomnozimo neenacbo
r+1
22 -3z —14

s §tevilom 22 — 3z — 4 dobimo

<1

r+1<z?—3r—4

0<az?—4z—1,

nicli kvadratne enacbe
22 —4dxr—1=0

= 24 +/5. torej zgornjo iz zadnje neenacbe sledi

sta Ti19 = 4:|:\/216+4

x € (—00,2— \/5> U (2+\/5,oo) ,
R1 = ((—o0,—1) U (4, oo))ﬂ((—oo,? — \/5> U (2 + V5, oo)) = (—o0, —1)U<2 + \/5) :

Torej
Ri=(—o0,—1)U (2+ \/g,oo> .

Poiséimo Ry. Torej naj bo 22 — 3z —4 > 0 <= =z € (—1,4).Ce

neenacbo
r+1

2 —-3x -4

pomnozimo s §tevilom x? — 3z — 4 dobimo

<1

r+1>22—3x—4
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22 —4r—1<0,
z€e (2—\/5,2+\/5),
Ry = (2= V5,24 V5) N(-1,4) = (2- V5,4).
R = (—o00,~1)U(2+ V5,00)u(2 = V5,4) =R\([-1,2- V5] U [4,2+ V5] ).
91. Pois¢i mnozico realnih stevil z, ki resijo neenacbo
o — 3> 2

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev: 1. nacin:
R={zxeR;|lz—3|>2,z>3}U{r e R;|z—3|> 2,2 <3} = R1URas.

Pois¢imo R;. Naj bo x > 3. Tedaj

|z — 3> 2,
r—3> 2,
z > 5.

Torej
R1=[3,00) N (5,00) = (5,00).

Naj bo z < 3. Tedaj,
|z —3|> 2,

-+ 3> 2,
—z > —1,
z < 1.

Torej
Rao = (—00,1) N (—00,3) = (—o0,1).

R = (—00,1) U (5,00).

2. nacin: |z — 3| je razdalja med Stevilom z in Stevilom 3. R je
mnozica vseh € R, ki so od stevila 3 oddaljeni za ve¢ kot 2, torej
R = (—00,1) U (5,00).

3. nacin (grafi¢no):
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22. Pois¢éi mnozico realnih stevil x, ki resijo neenac¢bo
|z +1j<z+3

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:

Ri={zeRz+1ll<z+3, 2+1>0,
Ro={zeRjlz+1ll<z+3, z+1<0,
R =Ri1URs.
Naj bo z +1 > 0. Tedaj
|z +1|< z + 3,
r+1<xz+3,
1 <3,
slednjo neenacbo resi vsak x € R, torej
Ri=RnN[-1,00) =[-1,00).

Naj bo z +1 < 0. Tedaj

|z +1|< 2+ 3,
—r—1<ax+4 3,
—2z < 4,

T > —2.
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Ro = (—o00,—1) N (—2,00) = (=2, —1).
R=[-1,00)U(-2,—1) = (—2,00).

2. nacin (graficno):

23. Dana je enacba
|z +3|—(z — 1) = 4.

Pois¢i mnozico resitev R v mnoczici realnih Stevil R.
Resitev:
Ri={zeR;|lz+3|-(z—-1)2 =4, z < -3},
Ri={zeR;|lz+3|-(z—1)2=4, 2 > -3},
R =R1UTRs.
Poiséimo R;. Torej naj bo x < —3.
[ 43— (z = 1) =4
—(z+3)—(z—1)2*=4
—2? 4+ —-8=0
2 —x4+8=0,

enacba nima realnih nicel, ker je diskriminanta negativna, t. j. D =
(—1)?2 —4-8 < 0. Tore;
R1=0.

Pois¢imo R;. Torej naj bo x > —3.

o+ 3]=(z —1)* =4
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r+3—(r—1)2=4
2 —324+2=0
(x—=1)(z—-2)=0
=1, x9=2.

Torej
Ri1={1,2} N ([-3,00) = {1,2}.

24. Poisc¢i mnozico realnih stevil z, ki resijo neenacbo
|z| 4|z + 1|4+2|z — 4|> 22 + 1.

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:
Ri = {z € R; |z|+|z + 1|+2|z — 4> 2z + 1, z < —1},
Ro = {z € R; |z|+|z + 1|+2|z — 4]> 2z + 1, —1 < x < 0},
Rs = {x € R;|z|+|x + 1|+2|x — 4|> 2z + 1, 0 < z < 4},
Ry ={z € R;|z|+|z + 1|+2|z — 4|> 22+ 1, = > 4},
R=Ri1UR2UR3. URy.
Poiséimo R;. Torej naj bo x < —1.
|z|4+|z + 1]4+2|z — 4> 22+ 1
—r—rz—1-224+8>2x+1
—2x > —6
r<3
R1=(—00,3)N(—00,—1) = (—o0, —1).
Poiséimo Ry. Torej naj bo —1 <z < 0.
|z|4+|z + 1|42z — 4> 22 + 1

—rx+rx+1-2x2+8>2x+1

8 > 4x
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2>z
Ro = (—00,2)N[-1,0) = [-1,0).
Poiséimo R3. Torej naj bo 0 < x < 4.
|z|4+|z + 1]4+2|z — 4> 22+ 1
z+r+1—-2x4+8>1
—2z+8>0
T < 4,
Rz = (—00,4) N [0,4) = [0,4).
Poiséimo Ry4. Torej naj bo 4 < xx.
|z|+|x + 1|+2|z —4|> 2z + 1
z+zr+1+2x-8>2x+1
20 —7>1
T >4,
R4 = (4,00) N[4,00) = (4, 00).
R = (—00,—-1)U[-1,0)U[0,4) U (4,00) = (—00,4) U (4, 0).
25. Pois¢i mnozico realnih stevil z, ki resijo neenacbo
2|z — 1|4z + 2|< 4.
in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.
Resitev:
Ri={z € R; 2|z — 1|+|z + 2|< 4, z < -2},
Ro={z € R;2|x — 1|+|z +2|< 4, -2 <z < 1},
R3 ={z e R; 2|z — 1|+|z +2|< 4, 1 < z},
R =Ri1URyURs.
Poiséimo R;. Torej naj bo x < —2.

20z — 1|+|z +2|< 4

23
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—2r+2—-x—-2<4
—3r <4
4

JI>—§,

Ri= <—§,oo> N (—o0,—2) = 0.
Poiséimo Ro. Torej naj bo —2 <z < 1.

2z — 1|+]z + 2|< 4

—2rx+24+x+2<4

—r+4<0
x>0,
Ro = (0,00)N[-2,1) = (0,1).

Pois¢imo R3. Torej naj bo 1 < x.

20z — 1|+|z + 2|< 4

2r—24+x+2<4

3z < 4

o4

X 3,

1 1
R:— 701 :17 .
1= (coe, )N MLo0) = [15)

R=0U(0,1)U [1,§> = <0,§>.

26. Pois¢i mnozico realnih stevil x, ki resijo neenacbo
|5 — 2z|> 3|z — 1]

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:

Ri={zeR;|5—2z|> 3|z — 1|, z < 1},

)
Ro ={z € R; |5 —2z|> 3|z — 1], 1<$<§},

5
Ro ={z € R; |5 —2z|> 3|z — 1], 2 <z},

24
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R=Ri1URyURs.
Poiséimo R, , torej naj bo x < 1. Tedaj
|5 — 2z|> 3|z — 1]
5—2x>3(—x+1)
5—2x>-3x+3
2> —x
x> =2
Ri=(—2,00) N (—00,1] = (-2,1].
Pois¢imo R , torej naj bo 1 < z < % Tedaj
|5 — 2z[> 3|z — 1]
5—2x>3(x—1)
8 > bz,

Pu
5 )

Rom ()0 (1) = (13).
Poiséimo R3 , torej naj bo % < z. Tedaj
|5 — 2z|> 3|z — 1|
542z > 3(x —1)
-2 >z,

Ry = (—00,2) 1 Boo) )

R =(-2,1]U (1,§> up = <—2,§>.

27. Dana je funkcija
f(z) =15 — 2x|-3Jz — 1].

Predpis f(x) zapisi brez znaka absolutne vrednosti in graficno doloci

reSitve neenacbe

f(x) >0.



1 STEVILA

28.

Resitev: Naj bo z < 1. Tedaj
f)=p—2x|-3lz—1]=5—-2zx—3(—x+1)=2+=x.
Najbol <z < % Tedaj
flz)=1|5—2z|-3lz—1=5—-22—-3(x — 1) =8 — 5.
Naj bo % < z. Tedaj

f(x) =[5 — 22| -3z — 1|= —5+ 2 —3(z — 1) = —2 — 2.

24z xr <
flx)=< 8—bx : 1<x<%
—2—x ggx

: . 8
Torej f(z) >0, e x € (-2, ).

Dana je neenacba

2|x|+[1 — z|+|z — 2|< 4a.

26

Poiséi resitve neenacb in mnozico resitev R zapisi kot disjunktno unijo

intervalov.

Resitev:

Neenacbo moramo posebej obravnavatizax < 0,0<z < 1,1 <z <2

inx>2.
Ru = {2;2]z|+[1 - z|+]z — 2|< 42, 2 < 0},

Ro = {x;2|z|+|1 — z|+|z — 2|< 4z, 0 <z < 1},
Rs = {z;2]|z|+|1 — z|+]z — 2|< 4z, 1 <x < 2},
Ry = {x;2|z|+|1 — z|+|z — 2|< 4z, = > 2}.

1. Naj bo z < 0.
2z|+|1 — z|+|x — 2|< 4z,

—2x+1—2—(x—2) <Az,
< 8,

s,

wlw P
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29.

ob upostevanju pogoja x < 0 od tod sledi R = 0.
2. NajboO0 <z < 1.

20|41 — 2| +|r - 2|< 4z,

2r+1—2xz—x+2 <Az,

ngv

Ry =[3,1).
3. Najbol <z <2.
2z|+|1 — z|+|x — 2|< 4z,

20 — (1 —x) — (z — 2) < 4z,

Rs=[1,2).

4. Naj bo z > 2.
2|z|+|1 — z|+|z — 2|< 4z,

2 —1+zxz+x—2 <Az,
-3 <0,

torej neenacho v prejsnji vrstici resi vsak x € R. Ob upoStevanju
pogoja x > 2, sledi
R4 = [2, OO) .

3
R=R1IURUR3UR,y = [4,00) .
Pois¢i mnozico realnih stevil x, ki resijo neenacbo
|z — 2|—|z|< |z + 5

in mnozico resitev zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:
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(a) Naj bo x < —5. Tedaj velja
(5 —2) — (~2) < —(z +5)
2<—-x—95
7>
R1 = (—o0,—T).
(b) Naj bo z € [-5,0). Tedaj velja
—(x—=2)—(—z)<z+5
x> -3
Ra2 = (—3,0).
(c) Naj bo z € [0,2). Tedaj velja
—(r—2)—z<zxz+5
—x <1
> -1
Rs = [0,2).
(d) Naj bo z € [2,00). Tedaj velja

—2<x+5

R=Ri1UR2UR3URy = (—007—7] U(—3,0)U [O,Q)U [2,00) =
= (—OO, _7) U (_37 OO)

30. Pois¢éi mnozico realnih stevil x, ki resijo neenac¢ho
| 4+ 1]< 2|1 — z|+1.

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev: Upostevamo, da velja

11— azl=[(=1)(z - D|= |1}z = 1= |z - 1].

28
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Tako se neenacba poenostavi
—lz—1l< -1

|z — 1> 1,

Slednjo neenacbo resijo vsa stevila z € R, ki so od Stevila 1 oddaljena
za ve¢ kot 1, to je,
R = (00,0) U(2,00).

31. Poisc¢i mnozico realnih Stevil z, ki resijo neenacbo
|z —1|—|z +2[> 1.

in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Resitev:

Ri={zeRlz —1—|z+2|>1, z < -2},
Ro={zeRjlz—1]—|z+2|>1, -2<z <1,
Rs={zeR;lx —1|—|z+2|>1, x > 1,
R=R1URyURs.
Pois¢imo R;. Naj bo x < —2. Tedaj
|z —1|—|z+2|>1
—zrx+1+z+2>1
3>1,
slednjo neenacbo resi vsako realno stevilo x.
Ri=RN(—o0,—2] = (—00, —2].
Poiséimo Ry. Naj bo —2 < o < 1. Tedaj
|z —1|—|z+2|>1
—z+1—-z-2>1
—2x > 2

r < —1,
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32.

33.

Ro = (—o00,—1)N(=2,1] = (-2, -1).
Poiséimo Ry. Naj bo x > 1. Tedaj
|z —1|—|z+2|>1
r—1—-ax-2>1
-3>1,

ta enacba nima resitve, torej,
Ro = 0.
R =(—00,-2]U(-2,-1) U = (—o0,—1).
Pois¢i mnozico realnih Stevil x, ki reSijo neenacbo
2|3 — z|+|2x + 1|< 5.
in mnozico resitev R zapisi kot unijo disjunktnih intervalov.

Funkcijo
f(x) =2|3 — z|+|2x + 1]

zapisi brez znaka absolutne vrednosti in pois¢i mnozico restev R ne-

enacbe

f(x) <5.

Resitev: Naj bo z < —%. Tedaj
flx) =23 —z[+]22 +1|=28—2) — 2z + 1) = —4x + 5.
Naj bo —1 < 2 < 3. Tedaj
flz) =213 —z|+]2z+1]=2B—-2)+ 2z +1)=6—-2x+2x+1=T7,
Naj bo 3 < z. Tedaj
f(x) =213 —z[+|2z+ 1|= 23 —2) + 2z + 1 =4z — 5.

—4xr+5 x<—%
fla) = 7 —3<z<3
dr —5 3<zx
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Resimo Se neenacbo

f(z) <5.
—4dr+5<5 = x>0,
7 L5,
5
dr —5<b <= 4dr <10 << z < —.

2
R=10.

31
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2 Kompleksna stevila

Poleg kartezi¢nega zapisa kompleksnega Stevila z = x+iy nam pri racunanju

s kompleksnimi Stevili pride prav tudi polarni zapis kompleksnega Stevila

z = |z|(cos ¢ +ising),
kjer je

lz|=Vz-z=Vz2+y?
in

¢ =argz

kot med pozitivnim poltrakom osi z in daljico od izhodis¢a do tocke z, merjen
bodisi v pozitivni smeri (t. j. nasprotni smeri ure), bodisi v negativni smeri

(t. j. v smeri ure). Kot ¢ zados¢a enacbama

x ) Y
cos ¢ = m, sin ¢ = m

Slednji enacbi sta ekvivalenti enacbi
tan ¢ = Q‘
x

Velja

o= arctan% + km,
za ustrezna Stevila k € Z.
Opomba: Vrednost arctan £ lezi vedno na intervalu [—7, 7]. Torej stevilo
k, izberemo tako, da je ¢ res kot med pozitivnim poltrakom osi x in daljico
od izhodis¢a do tocke z. Takih stevil k je ve¢, ponavadi izberemo najmajse
stevilo k tako, da ¢, merjen v pozitivni smeri (t. j. v nasprotni smeri ure)
lezi na intervalu [0, 27).

A Im

|z| cos¢ Z = X+iy

|z| sing

\J

M e —— -3

Re
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Naj bo
z = |z|(cos ¢ +isin @),

S pomocjo de Moivrove formule lahko izratunamo potence kompleksnega
stevila z. Velja
2" = |z|(cosng + isinng), n € Z.

Prav tako lahko s pomocjo de Moivrove formule izracunamo kvocient dveh

kompleksnih stevil. Naj bo
w = |z|(cos + isinv))

potem je
z _ |

= = T (cos (¢ — ) +isin (¢ — 1)) .

z
w o |w]
1. Resi enacbo z realnimi koeficienti v mnozici kompleksnih Stevil.

(a)
(b)

Resitev:

(a)
12 = :|:\/ —dJd = :|:13,

(b) Diskriminanta D = (—1)?—4-4 < 0, kar pomeni, da enacba nima

realnih nicel. Ni¢li sta

1+y/(-1)?—-4-4 14iVI5_ 1 iVI5
5 = = .

2= 2 27 2

2. Dani sta kompleksni stevili z =141, w = 3 — 4i.

(a) Doloci z, Re(%) in Im(%) in izracunaj |w|.

(b) Izracunaj vrednost izraza zw + |w|+%.

Resitev:
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(a)

zZ=1+1.
w  w-zZ  w-zZ(3—-4)(1-1i)
2 z-Z | 2] 2
—1—-i7 1 7,
=—5—="373"

w|= /32 + (—4)2 = 5.

17
zw+|w|+%:(1+i)(3+4i)+5+ (—2—21> =

7 n 7
=—+4i-.
2 2
3. Pois¢i mnozico kompleksnih stevil z, ki resijo enacho

z+z=2.

Resitev: PiSimo z = x + iy in vstavimo v enac¢bo. Dobimo
r+iy+r—iy=2
=1

Torej
z=1+y, yeR.

4. Pois¢i mnozico kompleksnih stevil z, ki resijo enacho
|z|= 1+ z.
Resitev: Pisimo z = = + iy in vstavimo v enacbo.

Vat4+y?=1+x+1y,

ena¢imo realni in imaginarni del leve in desne strani in dobimo nasle-

Vri+y2=1+ux

0=uy.

dnji dve enacbi
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Vstavimo y = 0 v prvo enac¢bo in dobimo
VaZz =1+zx.

Upostevamo v z? = |z|> 0 in dobimo

|z|=1+ .
Pois¢imo resSitve te enacbe.
Naj bo x > 0. Tedaj
2= 142
r=1+4z,
ta enac¢ba nima reSitve.
Naj bo z < 0. Tedaj
|z|=1+ .
—rx=1+ux
1
T=——.
2
Torej edino kompleksno stevil, ki resi enacbo je
1 1
=—+4i0=—=.
z 5 +1 5

5. Pois¢i mnozico kompleksnih Stevil z, ki resijo enacbo
Imz = |z —i|.

Resitev: PiSimo z = z + 4y in vstavimo v enacbo. Tedaj z — i =

z +i(y —1). Dobimo

Yy = V$2+(y_1)27
od koder sledi y > 0. Ena¢bo kvadriramo in dobimo
Y’ ="+ (y—1)°
0=2%—-2y+1
_ x? n 1
Y=o Ty
Mnozica resitev je

2

Rz{zE{C;Im(z):\z—i\}:{(x,XZ—i—;), XGR}.

R je graf funkcije y = %2 + %, torej, parabola.
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6. (a) Dano je kompleksno stevilo

442

iy
Dolo¢i Re(w) in Im(w) ter Stevilo w zapisi v polarni obliki.

(b) Pois¢i mnozico kompleksnih §tevil z, ki resijo enacbo

22 + Re(z) = .
Resitev:
(a)
oo A2 (A+2)(=3-10) _ —12 —4i—6i — 2>  —12+2—10i
C =3+i (=349 (-3—-1i) 9+1 B 10
Re4+2l,:—1,
-3+
Im4+21,:—1.
—3+1
wl= V2,
—1 T
tan(— ) = —
arc an(_l) 7

Ker se stevilo w nahaja v tretjem kvadrantu, ¢ = 7 +m = °fF in

5 5
w =2 <COSI —i—isinf) :
(b) Pisimo z = z + iy in vstavimo v enacbo. Dobimo
2?4+ i2zy—y P +ar=x—iy

Enac¢imo realna dela na levi in desni strani in dobimo

x2—y2+x::c,

= —1—i.
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20y = —y

37

Iz druge enatbe y(2z 4+ 1) =0 sledi y = 0 ali 2 = —3. Cey =0,

iz prve enacbe sledi x = 0, ¢e pa x =

y? = % od koder dobimo y = :l:%. Torej

Rz{(0,0),(

1

) (

2

27

iz prve enacbe sledi

)}

1
27

7. Poisc¢i vsa kompleksna Stevila z, ki resijo enacbo

22 +Im(z) = =2 + 1.

Resitev:

Pisimo z = x 4 iy in vstavimo v ena¢bo. Dobimo

2?4+ 2y — P vy =—(x—iy) +1

22—y 4y +i2zy = —x + 1 +iy,

enac¢imo realni in imaginarni del na levi in
naslednji enachi
2 2
-y +y=—x+1
in

2y = y.

desni strani in dobimo

Iz druge enacbe y(2z — 1) =0 sledi y = 0 ali x = % Ce y =0, iz prve

enacbe sledi enacba
??4+r—1=0,

ki ima resitvi

—-1+v1+4

T12 = 5
od koder sledi, da sta resitvi
1 V5 1 5
Z1——§+7+10——5+7.
1 5 1 5
SIS S B . S )
2 2 2 2
Ce pa z = %, iz prve enacbe sledi
1, 1
- S |
1Y +y 5 +
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1

2

— - =0

v -yt
1 2
— :0

(v-3)
1
y=3

in resitev je z = % + i%. Torej mnozica vseh resitev je

,_i_i,

e (b 3B

8. Poisci vsa kompleksna Stevila z, ki resijo enacbo
22 +ilm(z) = -z + 1.
Resitev: PiSimo z = x + 4y in vstavimo v enac¢bo. Dobimo
22 4 2y — P iy = —(xz —iy) + 1

2 + 2izy —y? iy = —x + iy + 1,
enac¢imo realni in imaginarni del na levi in desni strani in dobimo
naslednji enacbi
-y =-x+1
in
2zy = 0.
Iz druge enacbe y(2z + 1) = 0 sledi y = 0 ali 2 = 0. Ce x = 0 iz prve
enacbe sledi enacba y? = —1, ki nima resitve. Ce y = 0 iz prve enacbe
sledi enacba
2 4+r—1=0,

ki ima resitvi
—1++/1+44

2 )
od koder sledi, da sta reSitvi zacetne enacbe

Z1,2 =

1 V5 . 1 V5
a=-—gh gy FlU=—g o

1 5 1 5
S S B . S )

2 2 2 2
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9. Poiséi vsa kompleksna Stevila z, ki resijo enacbo
22 +iRe(z) = |2|%.
Resitev: Pisimo z = = + ¢y in vstavimo v enac¢bo. Dobimo
x2+2imy—y2+ix:m2+y2
—y2 + 2izy = y2
iz (2y 4+ 1) = 207,

od koder sledita enacbi
202 =0
n
z(2y+1)=0.

Iz prve enacbe sledi y = 0, iz druge enacbe od tod sledi z = 0.

R ={(0,0)}.

10. Pois¢i vsa kompleksna Stevila z, ki resijo enacho

2|z|?—2z — |z —i|*=z.

Resitev: Ce upostevamo |z|?= 2%, lahko ena ena¢bo poenostavimo

in dobimo

|z|2—|z —i|*= z.

Pisimo z = z + 4y in vstavimo v enacbo. Dobimo
Py’ — (@4 (y-1) =z -y

:U2+y2

—l -y —l=x—1y
2y — 1 =z — 1y,

od koder sledita enacbi

Od koder sledi y = 0 in z = —1. Torej z = —1 4+ i0 = —1 je edina

reSitev zacetne enacbe.
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11. Zapisi v polarni obliki stevilo

Resitev:

(a)
z=—V3+1,

l2|=V3+1=2,

¢ = arctan _%/g +km = —% + k7 za ustrezna Stevila k € Z. Glede
na lego tocke z je lahko je npr. k = 1, k = —1. Ce izberemo
kzl,jeqS:%’r,zak:—l, pajeqb:—%’r. Torej

9 57T+_ . 5w
z = Ccos — +1isin —
6 6

oziroma lahko tudi

z=—V3 -1,

oziroma

z:—\/§+i.
5

torej lahko uporabimo tocko (a). Torej je [z|= 2, ¢ = —F,

oziroma lahko tudi ¢ = %r.

5T . . —bmw
z =21 cos 5 + isin

6

oziroma lahko tudi

9 77T+, i
z=2(cos— +isin— | .
6 6

(c) z=—18, [2|=18, ¢ = 7 in
z = 18(cosm + isinm).

Lahko vzamemo tudi ¢ = —m.
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(d) 2z=3. |2|=3,¢=0in
z = 18(cos0 +isin0).
Lahko vzamemo tudi ¢ = 2.

12. Izracunaj s pomocjo de Moivrove formule naslednja kompleksna Stevila.

(a) z = (1 +iV3)%8,

(b) Z:Wa

(c) z=(1—1iv3)10,
Resitev:

(a) Pigimo w = (1 + iv/3). Zapisimo w v polarni obliki, to je, w =
|w|(cos ¢ +isin ¢) . Sledi |w|= 2 in ¢ = §. Po de Moivrovi formuli
sledi

2 = w'® =218 (cos 48% +isin 427T> = 248,

(b) Pisimo w = (1 4+ 1i). Zapisimo w v polarni obliki, to je, w =
lw|(cos ¢ +ising). Sledi |w|= V2 in ¢ = Z. Po de Moivrovi
formuli sledi

~16 ~16
z=w 1 = (v2)71%(cos T 4 isin T
4 4
= 278 (cos(—4n) +isin(—dn)) =275

(c) Pisimo w = (1 —iv/3). Zapisimo w v polarni obliki, to je, w =
lw|(cos ¢ +isin¢). Sledi |w|= V2 in ¢ = aurctan%/g + 21 =
—Z42or =21
(Opomba: Lahko bi vzeli tudi ¢ = — arctan _T\/g = —7%.) Po de

Moivrovi formuli sledi
2= (1—iV3)0

=210 (cos 1Oé5ﬁ +1isin 1Oé5ﬂ>

=219 ( cos 4877r+277r +isin 4877r+277r
B 3 3 3 3

(
(o () i ()
[
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13. Izracunaj s pomocjo de Moivrove formule naslednje kompleksno Stevilo

1+iv3

Resitev: PisSimo

w1=1+i\/§:2<cosg+ising>,

7 7
wgzl—i:\@<cosz+isinj>.

Po de Moivrovi formuli sledi

20-7 20-7
w3 = (v2)% (cos 47T—|—isin 47T>

= 219 (cos 357 4 isin 357)
=219 (cos(17 - 27 4 7) + isin(17 - 27 + 7))
= 2% (cos 7 + isinnw) = —2%.

n

14. Pois¢i mnozico R kompleksnih stevil z, ki resijo enacbo
2 =—1-i

in skiciraj mnozico resitev.
Resitev:
Pisimo 5 5
—1—-i=+2 cos—ﬂ—l—isin—ﬂ- ,
4 4
z =|z|(cos ¢ +ising),
od koder sledi
|z]3: V2
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n

3¢:%+2m, ke,
51
2 4 2k
¢ = 4 AT Le.
3
Resitve so

o=

cos 577r+2/£77r + 1si 577r+2k77r keZ
12773 B\ T ) ) :

pri cemer niso vse resitve med seboj razlicne. Vse razli¢ne resitve so

zEp =2

Ze, k=0,1,2.

ZapiSimo ta Stevila

20 = 2é (cos <57r> + isin <57r>>
1 12 ’

z1 = 2% <cos <57r + 27T> + isin <57r +
12 3 2

Z9 = 2% <cos (57r —{—M) —|—isin< T
12 3

Mnozica resitev lezi na kroznici s polmerom 26.

A
m

[

2o

Z4

15. Pois¢i mnozico R kompleksnih stevil z, ki resijo enacbo
2t =16
in skiciraj mnozico resitev.

Resitev: PiSimo
—16 = 16 (cos T +isinm),
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z = |z|(cos ¢ +isin¢),
od koder sledi

z|'= 16
in
4 =7+ 2kw, keZ,
2k
p= T e
4
Resitve so

2k 2k
zk:2<cos<7r+4 7T>—i—isin<7r+4 W)), k€ Z,

pri ¢emer niso vse resitve med seboj razli¢ne. Vse razlicne resitve so
2k k:0,1,2,3.

Eksplicitno so ta Stevila

w = ao(5) () =2 (0
+

21:2

)
(e (=) (-
o= 2o () i () <o (2-02),
(e (=) =2
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Py
'

Zq V4

Y

3 Zaporedja

Naj bosta a, in b, konvergentni zaporedji. Pri racunanju limit zaporedij

lahko uporabljamo osnovna rac¢unska pravila.

(1)
lim (a, +b,) = li_)m (an) £ lim (by),

n—oo n—o0

(2)
lim (a,b,) = lim (a,) lim (b,),

n—00 n—00 n—00
(3)
lim (ay)
lim = = %>
n—oo by, lim (by,)’
n—oo

(4)

53, (ean) = e g (o).

(4) Naj bo a, > 0 za vsak n € N, potem velja

lim (a,)? = ( lim an>p, p > 0.

n—oo n—oo
(npr. za p = 3, velja nli_)Il;lo\/&n = nh_}ngo ap,.)

(5)
lim f(a,) =f ( lim an> ,
n—oo n—oo
kjer je f zvezna funkcija. Ta lastnost pove, da je limita vrednosti

zvezne funkcije na nekem zaporedju enaka vrednosti funkcije v limiti
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zaporedja. Pri ra¢unanju v praksi to pomeni, da lahko zamenjamo
vrstni red limite in funkcije. Iz tocke (5) sledi tocka (4), ¢e vzamemo
f(z) = P, kjer je z,p > 0.

Pri ra¢unanju limit uporabljamo znane limite:

(1) limy—00 (1 + %)n =e, lim, (1 — %)n =e L.

(2) limp—soo ¢" = 0 za vsak |¢|< 1.
(3) lim, 0o m® = 0 za vsak s > 0.

1. Izracunaj limito zaporedja podanega s splosnim ¢lenom

2
(a) Qn = Q?nig)gla

Resitev:

(a)

M2 +n+1 24+
m ——————— = lim ——"~
n—00 (n—|—2)2 n—>001-|-ﬁ—|—ﬁ
1 .1
24+ lim — + lim —

n—oon = n—oom?2

A4 !
1+ lim — + lim —

n—oomn, n—oon?2

2+0+0
1+40+0

_ o2n —3\° 9 3\° 2\°
lim = n == .
n—oo \ 2n 4+ 7 3+% 3
2

« © Qe s . . . |
2. Izracunaj limito zaporedja podanega s splosnim ¢lenom a, = %5

Resitev: )
2

. n -1 1=

lim 5 = lim ”;

n—oo N + n—00 = + )

= Q.

3. Izracunaj limito zaporedja podanega s splognim ¢lenom: a,, = nv/n? + 1—

n?.

Resitev:
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AT 2 (n\/n2 +1- n2) (n\/n2 +1+ nz)
. 2 o _ .
Jim (nVnE £ 1) = ———
2(0,2 4 2
1) —
SRR Cn ol Bl Ly

. n
im ————
n—00 ny/n2 + 1+ n? n—00 ny/n? + 1 4+ n?

n2 1
TR 1+ L 4n? T 14+ L4
1 1
[ 1 -2
1—|—hm—2+1
n—oon,

Pri izra¢unu smo upostevali, da velja vVn?+1 = Vn2m =

n,/l—l—#.

4. Izracunaj limito zaporedja podanega s sploSnim ¢lenom:

(a) an =n3+n?

(b) an =n> —n?.
Resitev:

(a) Velja

lim n® =00, lim n? = cc.
n—oo n—oo

Od tod sledi, da tudi vsota a, = n> + n? narasca proti oo in je

lim (n3 + n2) = 0.
n—0o0

(b) Ker zaporedji n® in n? nista konvergentvni

lim (n3 — n2) # lim n® — lim n?
n—00 n—00 n—00

Za izrac¢un limite je potrebno izraz preurediti.

: 302\ _ 1 20 1Y) —
nh_)rrolo(n —n?) —nh_>no10(n (n—1)) = oo.

Ko n — 00, obe zaporedji n? in n — 1 naras¢ata proti oo in zato

tudi produkt n? (n — 1) naraséa proti oo.

5. Ugotovi ali je konvertgentno zaporedje podano s splosnim ¢lenom
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3

(a) a, =sin =,

(b) an = sin 4.

Resitev:

(a) (a)] Zaporedje a, =sin 2 je konvergentno saj velja

lim sin <3) = sin < lim 3) =sin0 =0.
n—o0 n n—oo N

(b)

asy =sinkr =0, keN

Q144 = sin <(1+4k:)7r> = sin (g + 2]<z7r) = sin (g) =1, keN,

2

4
a3+4k — Sil’l <(3—i—2k‘)ﬂ'> — Sin <32ﬂ— —+ 2]{7‘(‘) = Sin <32ﬂ—> = _17

Zaporedje ima tri stekalis¢a 0, 1 in —1. Torej zaporedje ni kon-

vergentno.

6. Podano je zaporedje s splosnim ¢lenom

2n —1
—

Gp =
(a) Zapisi prvih nekaj ¢lenov zaporedja in ugotovi ali je zaporedje
monotono.
(b) Izracunaj limito zaporedja in doloci inf a,, in sup a,.
Resitev:

(a) a1 = Lfl =1, a9 = 2'2271, as = % = % Ker velja a1 < ag <

a3, je zaporedje lahko samo narascajoce. Preverimo, da velja

an < ant1, za vsak n € N. Torej preverimo ali velja neenakost

2In—1 2(n+1)—1
n s n+1

ekvivalentno enostavnejso obliko

za vsak n € N. To neenakost prevedimo v

2n —1 <2(n—|—1)—1
n - n—+1

Cn—1n+1)<@2n+2-1)n
~1<0,

torej je zaporedje narascajoce.

ke N.
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(b)

. 2n—1 o 2—
lim = lim
n—o00 n n—o0

1
n_ 9

Ker je zaporedje naras¢ajoce z limito 2, velja infa,, = a3 =1 in

sup a, = 2.

7. Dano je zaporedje

(a) Zapisi prve §tiri ¢lene zaporedja in ugotovi ali je zaporedje mo-
notono.

(b) Izrac¢unaj limito zaporedja.

(c¢) Poisci natancno spodnjo mejo inf a,, in natanéno zgornjo mejo

Sup ay,-
Resitev:
(a)
1 1 2 2 3 3
alr = ———— = ay = —— = — an = —- = — as =
Trerr 2 Pz 5 Ty 100t

Ker velja a1 > a2 > a3 > a4, je lahko zaporedje kvec¢jemu pa-
dajoce. Slednje moramo Se dokazati. Dokazimo da je zaporedje

narascajoce, torej, da velja
ant1 < ap, neEN,

oziroma,
n+1 n

<
(n+1)2+4+1 " n2+1’

To neenacbo preuredimo v enostavnejSo ekvivalentno obliko.

n € N.

n+1 < "
(n+1)24+17 n?+1

(n2+1)(n+1) §n((n—|—1)2—i—1)
nd4+n?+n+1<n+2n%42n
1§n2+n,

Dobljena neenakost velja za vsak n € N. Torej velja apt1 < anza
vsak n € N.

4

4241
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(a)
1

lim — = lim T
n—oo N4 + 1 n—oo 1 + o
Ker je zapredje padajoce, je natancna zgornja meja sup a,, = aj.
Ker velja a, > 0 za vsak n € N, je stevilo 0 spodnja meja zapo-
redja. V primeru, ko je zaporedje padajoce in navzdol omejeno,
je limita zaporedja natan¢na spodnja meja, torej 0 = inf a,,.
8. Dano je zaporedje
—2n+5
p = ————.
" 4dn + 6
(a) Zapisi prve §tiri ¢lene zaporedja in ugotovi ali je zaporedje mo-

notono. Izracunaj limito zaporedja.

(b) Poisci natan¢éno spodnjo mejo inf a,, in natanéno zgornjo mejo

sup ay,.
Resitev:

(a)
3 1 3 ~1 3

00 T BTy TR MT T
Ker velja a1 > a2 > a3z > a4, je lahko zaporedje kvecjemu pa-

al =

dajoce. Slednje moramo Se dokazati. Dokazimo da je zaporedje

narascajoce, torej, da velja
any1 < ap, neEN,

oziroma
—2(n+1)+5 < —2n+5

4n+1)4+6 — 4n+6"’

To neenacbo preuredimo v enostavnejSo ekvivalentno obliko.

eN.

—2(n+1)+5 < —2n+5
4n+1)+6 — 4n+6

(—2n+3)(4n +6) < (—2n+5)(4n + 10)
18 < 50.

Dobljena neenakost je pravilna. Torej res velja a,4+1 < ay, za vsak
n € N.
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(a)

, —2n+5 . —242 2
lim = — = lim =——.
n—00 4dn + 6 n—00 4+% 4

Ker je zapredje padajoce, je natanéna zgornja meja sup a,, = a1 =
1%. V primeru, ko je zaporedje padajoCe in navzdol omejeno, je

limita zaporedja natan¢na spodnja meja, torej inf a,, = —%.

9. Dano je zaporedje

n+ 2
a, = .
" oan—3

(a) Zapisi prve §tiri ¢lene zaporedja in ugotovi ali je zaporedje mo-

notono.

(b) Izrac¢unaj limito zaporedja.

(c) Ugotovi ali je pozaporedje {an,,n € N, n > 2} monotono in

poiséi natancno spornjo in zgornjo mejo tega podzaporedja.

(d) S pomocjo tocke (c) poisci natanéno spodnjo mejo inf a,, in na-

tanéno zgornjo mejo sup a,.

Resitev:

(a)

CL1:—3, a2:4, az = a4 = —.

3’ 5
Ker velja a1 < ag, je lahko zaporedje kve¢jemu narascajoce.
Toda, ker je ag > a3 zaporedje ni naracajoce. Torej zaporedje

ni monotono.

n+2 1

Am an = Im oo =5

Ce opazujemo ¢lene zaporedja a, od n > 2, vidimo, da velja
az > a3 > ag. Domnevamo, da je zaporedje {a,,n € N;n > 2}
padajoce zaporedje. Poskusimo to Se dokazat. Dokazimo da da
velja
nt1 < ap, neENN>2
oziroma
n+1+2 n+2
2(n+1)—3 ~ 2n -3’

neNn>2.
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10.

11.

Naj bo n > 2. To neenacbo preuredimo v enostavnejco ekviva-

lentno obliko.
n+1+2 < n+ 2

2(n+1)—3 ~ 2n—3’
n—+3 < n—+2
2n—1"2n—3

Pri mnozenju z izrazom (2n — 3)(2n — 1) se neenakost ohrani,

/-(2n—3)(2n — 1)

saj je (2n —3)(2n — 1) > 0 za vse n € N, n > 2 in neenakost
dokazujemo ob pogoju n > 2.

(n+3)2n—3) < (n+2)(2n—1)

2n2—3n+6n—9§2n2—n+4n—2
-9 < -2

Slednja enakost je pravilna, torej res velja a,+1 < a, za vsak
n € N, n > 2. Ker je podzaporedje {a,,n > 2} padajoce, velja
sup{an,n > 2} = as = 4. Nadalje, ker je podzaporedje {a,,n >
2} padajoce z limito 3, velja inf{a,,n > 2} = 3.
(d) Ker po tocki (c) velja inf{an,n > 2} = 3 in je a1 < %, sledi

infa, = ap = —3. Ker je sup{a,,n > 2} =4 in a; = —3 sledi

sup a,, = 4.

Izracunaj limito zaporedja

1\4
lim <1 + ) .
n—o00 n

Resitev:

1\* 1\\*
lim <1+> :<lim <1+>> =1*=1.
n—oo n n—o00 n

Izra¢unaj limito zaporedja

92 3n+4
lim <1 + ) .
n—o00 n

Resitev:

92 3n+4 92 3n 92 4
lim (l + ) = lim <1 + ) lim (1 + ) .
n—o0 n n— o0 n n—o0 n
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Izra¢unamo

2\* 2\\*
lim <1+> = <lim <1+>> =1*=1.
n—oo n n—o0 n
in
) 3n 1 6% 1 6m 1 my 6
lim <1+> = lim (1+n> = lim <1+> :<lim <1+> > = ¢,
n—o00 n n—oo bl m—00 m m—00 m

kjer smo vpeljali m = 5. Torej

2 3n+4
lim <1+> —eb.1=¢5,
n

Il
)

n—oo

12. Izracunaj limito zaporedja

3n
. n
lim ( ) .
n—oo \ n + 2

Resitev:

) n \" . n+2-—2\"
lim = lim ([ ———
92 3n
= lim <1 - > = lim ( )
n—00 n-+2 n—00 n
1 —6+6m —6 1 6m
= lim <1 — ) = lim ( > lim <1 — )
m—00 m m—o0 m—o0 m
1 —6 1 m
= < lim (1 — >> ( lim <1 — ) ) 671)6 =,
m—»00 m m—00 m

n+2
SORE

Il Q.
[\~]

S\H“‘

Vpeljali smo m =

13. Izracunaj limito zaporedja

1 n
li 1 .

Resitev:

m 1
1 " 1 2 1)\ 2 1)\ 2
1+ = lim (14+ — = lim (1+ — 1+ — =
2n +1 m—00 m m—o00 m m
1 1
1\™\ 2 1\ 2
:<1im (1+> > <1+> — 3173 = /e
m—00 m m

Vpeljali smo m = 2n + 1.

3
3
3
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14. Dano je zaporedje

Gn
ay =0, an—i-l:?—

(a) Zapisi prve tri ¢lene zaporedja in pokazi, da je a, > —3, za vsak
n € N.

2, neN.

(b) Ugotovi ali je zaporedje monotono.
(c¢) Ali je zaporedje konvergentno? V primeru pritrdilnega odgvora,
izra¢unaj limito.
Resitev: Zaporedje a, je podano rekurzivno. Obicajno ne moremo
direktno izraziti n-ti ¢len z neko formulo.
(a) a1 =0, ax=%-2=-2, a3=%—2=-5.
Pokazimo z indukcijo, da velja a, > —3, za vsak n € N.

1. korak: Pokazimo za n = 1.
a; = 0 Z -3.
2. korak: Denimo, da za nek n € N velja

a, > —3.

Dokazimo, da velja tudi neenakost
Gp41 > -3.

Zapisimo ZzZeljeno neenakost in jo poenostavimo v ekvivalentno

obliko.

an+1:a§n—22—3
ap —6 > -9,
an2_37

kar pa res velja po indukcijski predpostavki.

(b) Ker velja as < aq, je lahko zaporedja kve¢jemo padajoce, kar pa
je potrebno dokazati. Pokazimo, da je zaporedje padajoce, to je,
velja

nt+1 < an, n€N.

1. nacin: Zapisimo

an+1 S ana
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Gn

3 2<ay/-3
a, — 6 < 3a,
an > —3,

kar pa velja po tocki (a). Torej res velja ap+1 < an, n € N.

2. nacin: Neenakost an+1 < a, za vsak n € N, dokazimo z
indukcijo.

1. korak: Najbon =1. Veljaa; =0 > as = —2.

2. korak: Naj velja ant1 < ap za nek n € N. Dokazimo, da velja
tudi

Up+2 < Gpil-
Upostevamo rekurzivno formulo

an+1 Qn,
_9<n
3 -3

—2 < apy1 < ap,

kar velja po indukcijski predpostavki. Torej res velja ocena a2 <
Gnt1-

(¢) Zaporedje je padajoce in navzdol omejeno, torej konvergentno.
Torej obstaja limita lim, o a, = L. Izrac¢unajmo to limito L.

Pri izra¢unu zapisimo rekurzivno formulo.

YT
it =g

Ker lim,, oo ap, = L, sledi limy, 00 any1 = L (saj, ¢e n — o0,

sledi n +1 — 0.)

lim a,

. _ n—oo _
o =
L
L=—-2
3
2L = —6
L=-3

Torej limy, 00 @y, = —3.
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15. Zaporedje je podano rekurtzivno

1
a; =1, an+1:6(ai+an+6), n € N.

Pokazi, da je to zaporedje naraScajoce, navzgor omejeno in izracunaj
limito lim a,.

n—o0
Resitev:

Pokazimo z indukcijo, da velja
an < apt1, neN.

1. korak: Najbon=1. a1 =1<ay=¢(1+1+6) =3

2. korak: Denimo, da za nek n € N velja
an < Qp1-

Pokazimo, da velja
an+1 < An42.

ZapiSemo oba ¢lena v neenakosti z rekurzivno formulo in dobimo, na-

slednjo neenkost, ki jo zelimo dokazati.
2 2 2 2
ap +an+6 < a1+ ap41+6 < a,+a, <apq+ anga,

kar pa drzi po indukcijski predpostavki.

Pokazimo, da je zaporedje navzgor omejeno. Katero stevilo bi lahko
bilo zgornja meja? Ce zapisemo prvih nekaj ¢lenov, lahko domnevamo,
da je stevilo 2 kandidat za zgornjo mejo. Dokazimo, da je zaporedje
navzgor omejeno s Stevilom 2.

1. korak: a1 < 2.

2. korak: Denimo, da za nek n € N velja

an < 2.

Pokazimo, da velja tudi

An+1 S 27

oziroma
(a%+an+6) < 2.

| =

(a2 +an+6) <2 <= a2 +a,+6<12

| =
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16.

kar pa velja, saj je po predpostavki a, < 2. Izracunajmo Se li-
mito zapredja. Oznacimo lim, ,- a, = L. Potem je lim, a% =
limy, 00 Gp limy, o0 an = L2. Velja

(a2 +an +6) / lim

D=

1

L=_(L*+L+6)

(=}

L1 =2, Ly=3.

Ker je zaporedje navzgor omejeno z 2, noben ¢len zaporedja ni vecji
od 2 in zato limita ne more biti enaka 3, kar pomeni L = 2.Torej

lim,,— o0 ay, = 2.

Zaporedje je podano rekurzivno
1
a; = 2, an+1:§(an+6), n € N.

Pokazi, da je to zaporedje monotono, omejeno in in izracunaj limito
lim a,,.

n—o0

Resitev: Izracunajmo nekaj ¢lenov zaporedja a; = 2, ax = 4, az = 5,
a4 = 5,5, a5 = 5,75. S pomocjo teh nekaj zacetnih ¢lenov domne-
vamo, da je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno s 6. Dokazimo
s pomocjo indukcije, da je zaporedje narascajoce, to je, an < ant1 za
vsak n € N.

1. korak: Najbon =1. a; =4 <6.

2. korak: Denimo, da za nek n velja a, < an41 in dokazimo, da velja
tudi

an+1 < Ap42.

Izrazimo oba ¢lena z rekurzivno formulo in dobimo

1 1
3 (an+6) < 3 (ant1+6) <= an < apt1
kar pa velja po indukcijski predpostavki. Torej je zaporedje naraséajoce.

Dokazimo z indukcijo, da velja

ap <6, néeN.

1. korak: Preverimo trditevzan =1. a1 =2 < 6.
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2. korak: Denimo, da velja za nek a,, < 6 za nek n € N. Dokazimo Se,
da velja

apy1 < 6.

ZapiSemo apy1 z rekurzivno formulo in dobimo

1
§(an+6)§6 — a4, +6<12 < a,<6

kar pa velja po indukcijski predpostavki. Torej velja a,, <6, n €N
in je zaporedje navzgor omejeno. Ker je zaporedje narascajoce, je tudi
navzdol omejeno. Torej zaporedje je omejeno. Vsako narascajoce nav-
zgor omejeno zaporedje je konvergentno in limita je natanc¢na zgor-
nja meja. Zgornja meja je Stevilo 6, ne vemo, pa Ce je 6 tudi na-
tan¢na zgornja meja. Izra¢unajmo limito. Oznacimo lim,—o0 an = L

in izracunajmo L.

1
Unt1 = 5 (an +6) / lim

n—oo
1
L=_-(L+6)
2
L =6.
Sledi sup a,, = 6. inf a,, = a1 = 2.

17. Izracunaj limito zaporedja podanega s splosnim ¢lenom

(="
y = ————.
" ond 43341

Resitev:
—1)" 4 —1)
S G 3 G L
n—oont +3n3 +1 n—>ool—|-%—|-%
Limita ne obstaja.

18. Izracunaj limito zaporedja podanega s splosnim ¢lenom

_ n?+ (=1)"

an, 7”/2 — (—1)”

Resitev: Delimo z n? in dobimo

(=n"

o2y (-pr 1450 I+ im e g
B ey o s " ~1-0 -
" 1= 1- lim

n—oo n
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19.

20.

_1)»
Upostevali smo, da velja lim (=1 = 0, kajti, ¢e velja lim, o0 |an|=

o n—oo n2
0, sledi lim,, o a, = 0.

Izra¢unaj limito zaporedja podanega s sploSnim ¢lenom

145772

=g pn g s

Resitev: Stevec in imenovalec delimo s Stevilom, ki najhitreje narasca,

to je, s Stevilom 5™.

14 573 Lo 52
. . n n
lim 5.Fn L Fn—3 lim ﬁ
n—oo0 25"+ 5 n—>oo5T =
o+ 573

11m
n—oo 2 4+ 5—3

I\,
_,EL“;O<5> +5

B 24573
-3

0

2

)
5—3
-3

+

S

24573

+

1 n
Upostevali smo, lim <5> =0, saj velja % < 1.

n—o0

Poisci stekaliscéa zaporedje podanega s splosnim ¢lenom

(b) apn = (~1)" =24

() an = (=1)"""(3)".

Resitev:  Pri tockah (a) in (c¢) bomo uporabili, da velja: ¢e je

lim,, ,oo|an|= 0, od tod sledi lim,,_,o, a, = 0.

(a) Ker je hmn%oo|(_1)n%|: limy, 00 % =0, velja limnﬁoo(—l)n% =
0. Torej ima zaporedje eno samo stekalis¢e 0, ki je enako limiti

zaporedja.
(b) Zaporedje ima dve stekalis¢i 1 in —1, kajti podzaporedje ¢lenov s
sodimi indeksi ima limito 1 in pozdaporedje z lihimi indeksi ima

limito —1.
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(¢) Ker je limy, o |(—1)" (%)n |= limy, 00 (%)n = 0, velja lim, oo (—1)" (%)n =
0. Torej ima zaporedje eno samo stekalis¢e 0, ki je enako limiti

zaporedja.

21. Izrac¢unaj limito zaporedja podanega s splosnim ¢lenom

. sinn
(2) an = lim =5,

2
1) = 2

Resitev:

(a) Za vsak n € N velja

1
—1§Sinn§1/—2
n

TEsTe a2
Ker velja limy oo (=) = 0 in limy e & = 0 od tod sledi
limy, 00 S5 = 0.

(b) ) ..
3n+6 1+2+ -
n—oo N“ -+ sinn n—oo ] 4 SN
n

Upostevali smo, da po tocki (a) velja lim SR _ .

n—oo N
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neskonéne vrste
Naj bo dana vrsta > -

as + - - + a n-ta delna vsota. Ce obstaja limita lim, . s, = s (to je, je

ne1@n = @1 + a2 + a3+ --- in naj bo s, = a; +

limita s realno stevilo), potem vrsto Y > | a, imenujemo konvergentvno in

n=1

pisemo lim,, , s, = s. Ce vrsta konvergira, velja lim a,, = 0.

1. Ugotovi ali konvergira vrsta Y > | =2

n=1 3n+1"
Resitev: a, = 3n+1 Velja
. . n
lim a, = lim
n —00 n—oo 3n + 1
= lim T
n—o0 3 + -
1
3
Ker lim,, o0 ap, = ;é 0, vrsta > o7, 357 e konvergira.

2. Ugotovi ali konvergira vrsta > >, /3.
Resitev:
a, = V3. Velja
hm an = lim V3= lim 3m =1,
n—oo n—oo

Ker lim, o a, = 1 # 0, vrsta ne konvergira.

3. Ugotovi ali konvergira vrsta

oo
Z 32n417n.
n=1
Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

oo
Zaq"za—i—aq—l—aqz—l---'

n=1

konvergira, ¢e je |¢|< 1 in njena vsota je

> a

E aqnzlia lgl< 1.
—4q

n=1

Ce je |q|> 1, geometrijska vrsta divergira.

i32n41—n — i(32)n44—n — i(32 ng.4n 24( >

n=1 n=1 n=1
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Torej a =4 in ¢ = % > 1 in vrsta divergira.

Primerjalni kriterij:

Naj bosta » >, a, in ) 7, b, vrsti s pozitivnimi ¢leni in naj velja

an < by, za vse n > ng za nek ng € N. Velja:

o Ceje vista >.°° | b, konvergentna, je tudi vrsta 3> | a,, konver-

gentna.

e Cejevrsta ) °° | a, divergentna, je tudi vrsta > °° | b, divergen-

tna.
V nalogah bomo vrste primerjali z vrstami oblike

e >, -5 in upostevali, da vrsta Y o | L konvergira za a > 1.
Za o = 1. V primeru o« = 1 dobimo znano divergentno vrsto

> %, ki jo imenujemo harmonic¢na vrsta.

e geometrijsko vrsto > o7 ¢", ki konvergira za ¢, za katere velja
lg|< 1.

4. S pomocjo primerjalnega kriterija ugotovi ali konvergirajo vrste

Resitev:

(a) Uprabimo oceno
1

n—+n

Ker harmoniéna vrsta Zzozl % divergira, po primerjalnem krite-

>

S|

riju tudi vrsta > o7, n_l\/ﬁ divergira.

(b) Uprabimo oceno

1 1 11

> .
n++yvn " n+n  2n
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Ker vrsta ZZO 1 2 - L divergira, po primerjalnem kriteriju tudi vr-
sta > o7, n+f divergira.
Ocenimo

4n2+1<4n2+1<4n2—|—n2 5n?2 5
nt4+2n - nt = ni ond 2

4n2+1
n=1 niyon"

Ocenimo lahko na ve¢ na¢inov npr. tudi na naslednji nacin

Ker vrsta ) >, 2 konvergira, konvergira tudi vrsta >~

An? +1 <4n2+1<i 1

nt+2n - nt T nZ b

Vrsti Y07 % in Y 0% o7 L konvergirata, zato konvergira tudi vr-

0o 4n2+1
sta Y o7, P T

Ocenimo
n n n 1

> = —— = —.
n2+1 " n24+n2 2n2 2n

Ker vrsta ZZO 1 2i divergira, po primerjalnem kriteriju tudi vrsta

> et g divergira.
Ocemmo
1 1
< —
n 41— 2n’
Ker vrsta Y o0 2% =5 1 ( ) konvergira, po primerjalnem
kriteriju tudi vrsta > -, 2n 7 konvergira.
Ocenimo
n3 41 n3 4+ n? _ 2n3 2 2
nd—n3 = nd—nd n3(n2—1) T n2—-1 (n—-1)2%
Ker vrsta Y 2, ﬁ = > °_, -2 konvergira, konvergira tudi

vrsta Y o7, B +1 . Pri izra¢unu smo vpeljali m = n — 1.

5. Z uporabo korenskega kriterija ugotovi ali konvergira vrsta

(a) 2202
(a) 202

(59"

Resitev:

Korenski kriterij: Najbo Y > | vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja

lim a, = L.

n—oo
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e Ceje L < 1, je vrsta konvergentna.
e Ceje L > 1, je vrsta divergentna.

e Ce je L =1, ne vemo, je vrsta konvergentna ali divergentna. Da
ugotovimo, ali vrsta konvergira ali ne, je potrebno uporabit drug

kriterij.
(a) ap = (@)n Torej izracunajmo naslednjo limito

n
n
lim ? <” 3) = lim <” 3) —1.
n—o0 n n—oo n

Torej korenski kriterij ne da odgovora o konvecrgenci. Toda

lim a, = <n—3> = lim <1—3> =e 3 #£0.
n—o00 n n—oo n

Torej vrsta > ("—_?’)n ne konvergira.

(b) an = (253

. . n—3 n(n+1) . n—3 (n+1)
lim = lim
n —00 n—+1 n—oo \ n + 1

)n(nH) .

n—+1
= lim <1 - )
n—00 n-+1
=et<1
. o 3\t )
Torej vrsta anl <n—+1) konvergira.

6. Ob uporabi kvocientnega kriterija ugotovi ali konvergira vrsta
(CYRD o
+1
(b) ZZOZI 7?24_17
2"n!
(C) 2;1.0:1 nZLL .

Resitev:

[eS)
n=1

Kvocientni kriterij: Naj bo >

. . OGpy1
obstaja lim ntl .
n—00 (U

an vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj
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e Ceje L < 1, je vrsta konvergentna.
e Ceje L > 1, je vrsta divergentna.

e Ce je L =1, ne vemo, je vrsta konvergentna ali divergentna.

(a) an = g Tedaj

. Ap+1
lim =
n—00 (A
1)9" 1)1 1+ 1
limu: 1imM,: 1im(7n),:,<1’
n—oo 9ntlp nSeo m 9 msheo 1 99

kar pomeni, da vrsta konvergira.

(b) an = T:g‘fl. Tedaj

. Ongl . (n+141)(n*+1)
lim = lim
n—o0o Ay n—>OO((7’L—|—1)2+1) (n+1)
2P+
= lim
n—oo (n? 4+ 2n + 2)(n + 1)
PP en+2
= lim
n—oon3 + 3n2 4+ 4n + 2
1m1+%+%+$
S S N
=1.

65

Torej korenski kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste. Upo-

rabiti je potrebno drug kriterij. Ker velja

. Qn41 .
lim —* = lim Yay,

n—00 (U n—oo

tudi korenski kriterij ne bi dal odgovora o konvergenci vrste. Upo-

rabili bomo primerjalni kriterij. Ocenimo

n+1>n+1 2 n+1 1

> - ==
n2+1 " n?2+1"n’4+n nn+1l) n
Ker harmoni¢na vrsta Y oo, 1

(Opomba: Lahko bi tudi ocenili

n+1 n 1

> =
n2+1 " n?2+n n+l1

oo n+1 )

in ker vrsta >.°° | —L- ne konvergira, tudi vrsta Yo i

n=1 n+1

divergira, tudi vrsta divergira.
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(¢) ap, = 2;,?!.

n+1 17
i 8L 2" (n+1)!In

n —0o0 Ay n—00 (n —+ 1)"+12”n!
n
— lim < n ) 2
n—oo \n + 1
1 n
=2 lim (1 — >
n—00 n-+1
1 m—1
=2 lim <1 — >
m—o0 m

m -1
~ 2 lim <1_1> <1_1>
m—00 m m

=2t <1,

kar pomeni, da vrsta konvergira.

7. Ugotovi ali konvergira vrsta
00 n
n -
n:1( 1) o
Ali vrsta konvergira absolutno?
Resitev: Vrsta je alternirajoca. Uporabili bomo naslednje: Alterni-
rajoca vrsta

o0
Z(_l)n_lan:al—G2+a3—a4+---, (an, > 0,n € N),

n=1

konvergira, ce velja
nt1 < an, nEN,
lim a, = 0.
n—oo

Torej a,, = g. Preverimo, da velja
nt+1 < an, n€N.

Preveriti je potrebno naslednjo neenakost

(n+1)2 n?
egn+tl  — 67

6" (n + 1)2 < p2entt
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n2+2n—|—+1§6n2

0<5n?—2n-1,

1-V3

ta neenakost je pravilna, ker 522 —2x—1 > 0, za vsak 2 € (—o0,

(1+57\/§700) inne (127‘/5,00), za vsak n € N.

—_

<n,

zadnja neenakost je pravilna, ker je n € N. Ker velja tudi

A e =0
vrsta
> n
_1)yntl
Z} )

konvergira. Preverimo Se ali konvergira vrsta absolutno, torej ali kon-
vergira vrsta

o0

oo
Z (_1>n+1n72 _ &2
n=1 67 n=1 6"
Uporabimo kvocientni kriterij
lim Antl _
n—00 QA
TSGR PO U PN U it L L
n—oo 6MtIn2 noce  n2 6 nooo 1 6 6 ’

kar pomeni, da vrsta > »° (—1)""!1 & absolutno konvergira.

67

5 )Y
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4 Funkcije realne spremenljivke

1. Ugotovi ali so funkcije lihe, sode?

=22 g eR\{-22}.

(a) flz) =22,
(b) f(z) =3z — a7,
(c) f(x) =wsin(2%),
(d) f(z) = iz2,

(e) f(x) = st

() fla) =2,

() f(z)=av2— a2
Resgitev:

—x+2 —(x—-2) (z—-2)

f=a) = —z—2 —(z+2) - (x+2)

T+ 2 T+ 2

Torej f(—z) =# —f(z) in f(~x) # f(z). Funkcija f(z) = 22

ni ne liha in ne soda.

(b) f(z) =3z -2’

f(=a) =3(-2) = (-2)’ = =32 + 2" = —(3z —2") = —f(a).

Torej f(x) = 3z — 23 je liha funkcija.

(c) f(z) = xsina®

f(=z) = —=x Sin(fx)?’
3

= (—z)sin(—2®) = zsinz® = f(x),

kar pomeni, da je f(x) = xsin(x?) soda funkcija.

(d) f(x)=1In i_—i

Fez) =In 207 zln(l_x)_l:—l 122 ),

1—=x
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(e) f(z) = snztl

flez) = sin(—z) + 1 _ —sinz+1

cos(—x) cos T
Funkcija f(z) = S22t pj pe liha ne soda.
(f) flz) =<
e_l'
flea) =S

Funkcija f(z) = % ni ne liha ne soda.
(8) f(z) =av2—a?
) = —eV/2 = (~a) = —av/2 - a2
Funkcija f(z) = 2v/2 — 22 je liha.
2. Dana je funkcija

241
3 —x

flx) =
Dolo¢i definicijsko obmocje in ugotovi ali je morebiti funkcija f soda
oz. liha.
Resitev: Dy = {z € R;z3 — 2 # 0} = (—o00,—1) U(=1,0) U (0,1) U
(1,00) =R\ {0,—1,1}.

Y 22
feo) = o = )

3. Dana je funkcija

f:(0,1) = R,
s predpisom

f(z) =4z + 1.
Doloci zalogo vrednosti funkcije f. Alije f:(0,1) — Z; bijektivna in
Resitev: Funkcija f je strogo narascajoca, f(0) =1 in f(1) =5, od
koder sledi Z; = (1,5). Funkcija f : (0,1) — (1,5) je bijektivna, ker
je strogo narascéajoca. Torej obstaja inverzna funkcija f=!: (1,5) —

(0,1). Poiéimo predpis za inverzno funkcijo f~1.

y=[f(x) <= z=f""(y), ye(15),ze(01).
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y =4z +1
_ L_l o
=t =W
Zamenjajmo Se spremenljivki z in y in dobimo
-1
o= T vE(15)
R
1 1 === : . 4 é ;
4. Dana je funkcija
4z — 5
fz) = )

Doloéi definicijsko obmocje funkcije f in zalogo vrednosti funkcije f.
Ugotovi ali je f injektivna in v primeru pozitivnega odgovora doloci
inverzno funkcijo.

Resitev:

Dy =R\ {3}, Z; = R\ {4}. Pokazimo, da je f injektivna. Naj bo
x1,x2 € Dy innaj velja f(x1) = f(x2). Pokazimo, da od sledi 1 = .

f(z1) = f(z2)
dry —5  4dxo—5
1'1—3 :E2—3
(x2 —3)(4z1 — 5) = (21 — 3)(4dx2 — 5) —=

4x1x9 — 1221 — D9 + 15 = 421290 — 12009 — b1 + 15 <—
—Tx1 = —Try < x1 = Z9.

Torej f je injektivna, kar pomeni, da je f : Dy — R bijektivna in
obstaja inverzna funkcija f~! : Z; — Dy. Pois¢imo predpis za inverzno

funkcijo

y=f(r) < x:ffl(y), y € Zy, v € Dy.
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_4x—5
-3
ylrx —3) =4z —5

Y

yr—4r =3y —5
=543y,

r=o Ty T ().

Zamenjajmo Se spremenljivki x in y in dobimo

-5+ 3z

—1

= R\ {4}.
Fe) = = seR\ {4}
Dy =Zyin Zy1 = Dy.

1

1

1

1

1

1

!

1 =1
i f
1

1

1

|

\
\

\
\
1

Resitev:

Zy = [e‘l, e]. Pois¢imo Se inverzno funkcijo.
. T
=M eletel,zexe {——,—].
Y yele el 22
y = esinac /ln

Iny =Ine™® =sinx
x = arcsin (Iny) = f~1(y).
Zamenjajmo Se spremenljivki  in y in dobimo

fHz) =arcsin(Inz), x€ el e].
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6. Dana je funkcija
f(z) =16 — 22

Doloéi definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije f.

Resitev:
Dy = {x,16 — 2* > 0} = [-4,4]. Kvadratna funkcija y = 16 — 2*
ima teme v tocki (0,16). Torej je pravokotna projekcija grafa funkcije

f(z) = V16 — 22 na os y enaka intervalu [0, 4], kar pomeni, da je

Zp = [0,4].

7. PoiS¢i mnozico resitev naslednjih enach oziroma neenacb:

(a) In(b —2x) = —3.
(b) e**+3 -